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Herrn Prof. Dr. K. MOLIERE zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

Electron Diffraction of Vicinals and of Spherically Shaped Crystal Surfaces

The reciprocal lattice of a periodic terrace-ledge surface is calculated by Fourier transformation.
This formalism is applied to spherical crystals. In that case the reciprocal lattice consists of
bundles of finite streaks; their vertices are situated on the reciprocal lattice points of the bulk
crystal. That confirms a model formerly used to discuss LEED experiments with spherical crystals.
The calculation is generalized to describe terraces composed of several monolayers.

Der Einflu} der kristallographischen Orientierung
auf das physikalische und chemische Verhalten von
Grenzflichen liBt sich oft besser verstehen, wenn
nicht nur niedrig indizierte Fliachen untersucht wer-
den, sondern die gesamte Vielfalt der Orientierun-
gen. Versuche an kugelformigen Kristallen haben
sich hier mannigfach bewahrt!. Beispiele liefern
etwa die Epitaxie oder Adsorption bei Reaktionen
zwischen Kupfer oder Silber mit Sauerstoff. Flidchen
hoherer Indizierung lassen sich als Vizinalen zu
niedrig indizierten Fldchen auffassen; sie werden
dann als eine dquidistante Folge von atomaren Stu-
fen angesehen. In der Oberfliche von Kristallkugeln,
die atomar glatt sind, dndert sich der Stufenabstand
monoton.

Die Beugung von mittelschnellen oder langsamen
Elektronen in Reflexion ist hier ein bewéhrtes Hilfs-
mittel. Trotz vielversprechender Ansitze einer ge-
naueren Theorie ist man bei der Auswertung von Ver-
suchen meist noch auf die kinematische Beschreibung
der Elektronenbeugung angewiesen, wie sie in der
ersten Bornschen Naherung zur Verfiigung steht. In
dieser Naherung besteht Fourier-Reziprozitdt zwi-
schen dem Streupotential des Kristalls und der Beu-
gungsamplitude. Diese Fourier-Reziprozitit liefert
zu einem plausiblen Strukturmodell das reziproke
Modellgitter. Dieses Gitter wird verglichen mit dem
reziproken Gitter, das aus dem Experiment folgt.
Da bei der Errechnung des reziproken Modellgitters
die Mehrfachstreuung nicht beriicksichtigt wird,
lohnt es nicht, Intensitdtsmessungen zur Struktur-
bestimmung heranzuziehen. Nur aus dem Auftreten
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oder Fehlen von Reflexen und allenfalls aus qualita-
tiven Intensitdtsangaben werden die experimentier-
ten reziproken Gitter konstruiert.

Zum Verstandnis der Elektronenbeugung an Vizi-
nalen und kugelformigen Oberflichen soll im fol-
genden das reziproke Gitter von gestuften Kristall-
flichen durch Fourier-Transformation errechnet wer-
den. Die Beugungsbilder ergeben sich dann aus der
Konstruktion nach Ewald. Die charakteristischen
Unterschiede fiir verschiedene Richtungen des Pri-
marstrahls und fir langsame und mittelschnelle
Elektronen folgen aus den verschiedenen Lagen und
Radien der Ewald-Kugel. Dieses Problem wurde mit
etwas anderem Ansatz und mit gleichem Ergebnis
von ELL1S und SCHWOEBEL 2 behandelt. RHEAD und
PERDEREAU ® benutzten ein graphisches Verfahren.
Wir halten die vorliegende Losung fiir ubersicht-
licher und fiir allgemein anwendbar.

Vizinalflichen
Die Modellstruktur (Abb. 1) besteht aus Terras-

senflachen mit niedriger Indizierung und aquidis-
tanten Stufen. Der Einfachheit halber bilde die Ele-
mentarmasche der Atome in der Terrasse ein Recht-
eck mit den Kantenldngen a und b; seine eine Kante
sei parallel zur Stufenkante. Der Ubergang zu kom-

Abb. 1. Modell einer Vizinalflache.
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ILY plizierteren Maschen bringt keine grundsitzliche

(G} Schwierigkeit. In der Elementarmasche (Abb. 2)

% I ff:O'" £ liegen I +1 Atome mit den Koordinaten z; ;. Eine

bl" 7 Terrasse enthilt M bzw. N Maschen in z- bzw. y-

: X Richtung. g¢;(x,y,z) sei die raumliche Verteilung

D X O des Streupotentials fiir das Atom i. Die Verteilung

a . des Streupotentials § (2,y,z) innerhalb einer Ter-

Abb. 2. Die Elementarmasche in der Terrassenfliche. rasse ist das FaltungSprodukt aus g; und den Punkt-

lagen der Atome; diese werden dargestellt durch eine Summe von Dirac-Funktionen (Dirac-Kamm) :

I N M
J(@y,2) =2 2 2gi*¥0[r—ma—=z]-0[y—nb-y]. (1)
i=0 n=0m=0
Nun werden die folgenden reduzierten Koordinaten eingefiihrt: & =x;/a; 5;=1y;/b.

I N M
g (z,y,2) =,ZO ZO Zogz*é[x— (m+§&)al-6ly— (n+m;) b] . (2)
i= n=0 m=
Die Nullpunkte der Maschen in zwei aufeinanderfolgenden Terrassen haben in 2-Richtung den Abstand d,
in y-Richtung N b +e und in z-Richtung ¢ (Stufenhshe). c/e ist die ,Steilheit* der Stufe. Das Streu-
potential der gesamten beugenden Atomanordnung von T +1 Terrassen wird dargestellt durch

T I N M
g(z,y,2) =t20 120 "20 mzogi* 0lr—(m+&)a—td] Oly— (n+m) b—t(Nb+e)]d[z—tc]. (3)
Fir die folgende Rechnung werde die Ausdehnung des Terrassensystems als gro vorausgesetzt gegen-
iiber der Breite N b + e der Einzelterrasse, also gilt M, T > N. Die Anzahl der bei der Beugung kohirent
zusammenwirkenden Perioden M und T bestimmt die Reflexbreite im Beugungsbild. Diese wird weniger
durch die von Elektronen getroffene Periodenzahl bedingt als vielmehr von dem Koharenzintervall der Be-
strahlung durch eine ausgedehnte Elekironenquelle. Dieses Intervall betrdgt entsprechend der Wellenldnge
und der Qualitit der Elektronenoptik 102 bis 10* A. Da der EinfluB der QuellengroBe gesondert diskutiert
werden muf, ist es bei der vorliegenden Arbeit gerechtfertigt, die Summation iiber m und ¢ zwischen un-
endlichen Grenzen zu fithren.
Das reziproke Gitter ergibt sich aus einer Fourier-Transformation von g(z, y,z). Es wird dargestellt von
der Beugungsamplitude F(R,,R,,R.). Seine Ortskoordinaten R,,R,, R, sind die Raumfrequenzen des
Terrassensystems, sie sind proportional zu den Kehrwerten seiner Perioden a, b, c.

F(R,,R,,R,) = [[[ g(x,y,2) exp[27j(R,x+ R,y +R,z)]dzdy dz. (4)

g wird mit unendlichen Summationsgrenzen fiir m und ¢ aus (3) in (4) eingesetzt und die Reihenfolge
von Integration und Summation vertauscht. f; ist die Fourier-Transformierte von g;, also die richtungs-
abhingige Atomformamplitude. Ein konstanter Faktor und der Rutherford-Nenner der Beugungsamplitude
werden im folgenden nicht angeschrieben.

F~ § é % §fzf5[x—(m+§,-)a—td]e‘2-1i&zdx

t=-00 i=0n=0m=-occ

[Ooly—(n+n;)b—t(Nb+e)] eifu¥dy - [d[z—tc] e2iR2dz, (5)
Nach Beachten des Verschiebungstheorems bei Fourier-Transformation folgt

F=tZZZE fiexp{27 jR,[(m+&)a+1td]}

i nom

cexp{27njR,[(n+7) b+t(Nb+e)]}exp{2ajR,tc}. 6)
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Umordnung der Summanden ergibt
1 N
F =20fi exp{27j[R;&ia+ R, 0;b]} zoexp{z wjnR,b}

->exp{2njR,ma} Jexp{2njt[R,d+R,(Nb+e) +R,c]}. (7)

m= - oo t=

Die Summe iiber m kann als Fourier-Reihe eines Dirac-Kamms angesehen werden.
Sexp{2ajmaR,}= > 6[aR,—u]. (8)
M= -0 m= - oo

o durchlduft alle ganzen Zahlen. Die Summe iiber ¢ in (7) wird analog behandelt, der Dirac-Kamm habe
hier die Laufzahl 7. (7) wird dann zu

1 N
F =_Zof,- exp{27j[&aR, +7bR,]} Zoexp{2 njnbR,}

‘S 6[aR,—p]- 3 O[dRo+ (Nb+e) R, +cRy—1] . 9)

u=—-00 T= —00

Analog zur gewohnten Beugung an Kristallgittern 1afit sich F' als Produkt von mehreren Strukturamplitu-
den darstellen:

1
F(R,,R,,R,) =F, Fy-Fs; F1=.Zof,-exp{2nj[§iaRz+77,~bRy]} (10), (11)
i=
ist die Strukturamplitude der Elementarmasche in einer Terrasse.
N .
: " x(N+1) bR
Fl-F2=F1-n§=:oexp{2 njnbR,} =F e iNVRy. »Si;ii;;g';{y ¥ (12)

ist die Strukturamplitude fiir eine Reihe von Maschen iiber die Breite der Terrasse. Aus dieser Reihe baut
sich das beugende Objekt durch unendliche Translation auf. Damit ist eine solche Reihe die Zelle der
Gesamtstruktur.

Fy=S0[aR,—p]-S 0[dRo+ (Nb+e) Ry +cR,—7] (13)

Hu=—-00 T=—-0C
ist die Gitteramplitude der Gesamtstruktur. Die ganzen Zahlen x und 7 sind Lauesche Indizes der Beugungs-
reflexe fiir das Terrassensystem.
Voraussetzung fiir das Auftreten eines Beugungsreflexes ist zunéchst F5+ 0. Daraus folgen die notwen-
digen Bedingungen
aR,—u=0, dR,+(Nb+e)Ry,+cR,—7=0. (14), (15)
Die Summen der d-Funktionen in (13) bezeichnen nur den Ort im reziproken Gitter, an dem Reflexe auf-
treten konnen. Dieser Ort ist durch (14) und (15) definiert.
(14) und (15) definieren Scharen von parallelen Geraden, auf denen als Reflexionsbereiche die bekann-
ten Stdbchen liegen. Die Stabchen haben eine verschwindende Dicke. Die Verteilung der Reflexintensitit
auf den Geraden im reziproken Gitter wird durch J(R,,R,,R,) =|F,-F, I2 beschrieben.

| I | " 2
J(R,, R, R) = 3 fiexp{mj[siaRﬁmbRy]} o[ S VER DRl (16)
|1=0

9 |
| sinw b Ry |

Beugungsbilder von ebenen Vizinalflichen werden am besten graphisch diskutiert. Hierfiir zeichnet man
verschiedene Schnitte durch das reziproke Gitter und trigt darin sowohl die Bedingungen (14) bis (16)
ein als auch die Schnittlinien der Ewald-Kugel. Gemeinsame Schnittpunkte kennzeichnen die zu erwarten-
den Beugungsreflexe.
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Kugelflachen

Das Beugungsverhalten von kugelférmigen Kri-
stallen wird in seinen Grundziigen deutlich, wenn
man zunichst nur die durch (14) und (15) beschrie-
benen Geraden betrachtet, wenn man also vorerst
die Intensititsverteilung auf den Stdabchen (16) un-
beachtet 1af3t.

Die Terrassenstruktur (Abb. 1) geht fir N = o
oder fiir c=0 in ein ebenes Netz iiber, welches in
der niedrig indizierten Ebene des Kristalls liegt.
Dann wird (15) von R, unabhéngig, und die Berei-
che des reziproken Gitters entarten erwartungsgemaf
zu unbegrenzten Stabchen senkrecht zum Ortsnetz.

Fiir eine allgemeine Terrassenstruktur lauten die
Gleichungen der Geraden, auf denen die Stdbchen
liegen, nach (14) und (15)

aR,=u; cR,=— (Nb+e) Ry—dR,+7. (17)
Der Neigungsfaktor — (Vb +e)/c in der R,—R,-

Ebene und die Bedingung R, = const zeigen, vergli-
chen mit Abb. 1, daB8 die Stibchen senkrecht auf der
durch das Terrassensystem definierten Vizinalen ste-
hen, also auch senkrecht zu den Stufenkanten. Das
entspricht dem gewohnten Verhalten der Stidbchen.
Auf Kristallen in Form von Zylindern mit Achsen
in z-Richtung &dndert sich die Breite Nb+e der
Terrassenstufe monoton. Entsprechend zur Neigung
der Vizinalen drehen sich die Stibchen, wenn man
sich in der y —z-Ebene auf dem Grofkreis einer
Kristallkugel bewegt. Dabei drehen sich die Stab-
chen mit bestimmtem x und 7 um feste Punkte R°.
Diese Punkte erhalt man unter der Bedingung, daf}
(17) unabhéngig von N ist.

aR=p; RO=0; cRP=t—dR,)° (18)

Die Beziehungen zwischen den Laueschen Indizes
1t der Geraden und den Indizes hkl fiir das mas-
sive Kristallgitter seien am Beispiel eines rhombisch
primitiven Gitters betrachtet: Die Terrassenflichen
seien Quaderflichen. Die konventionellen Achsen
des reziproken Gitters RC fiir den massiven Kristall
und die Achsen des reziproken Gitters R fiir das
Terrassensystem seien in diesem Beispiel parallel;
dabei gilt d =e =0 und / = 0. Zu dem massiven Git-
ter gehoren Punkte des reziproken Gitters bei

R.%=h/a; R,S=k[b; RS=lc.

Diese Punkte liegen auf den durch (17) dargestell-
ten Geraden, was sich durch Einsetzen von R¢ =R
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in (17) zeigt. Daraus folgt fiir die Indizes der Ge-
raden und die des massiven Kristalls der Zusam-
menhang

u=h; t=NE+I. (19)
Da N ganzzahlig ist, kénnen sidmtliche Indizes in
(19) alle ganzen Zahlen annehmen. Durch einen
Punkt Akl geht ein Biischel von Stabchen, die sich
durch ihre Zahlen N und im allgemeinen auch durch
7 unterscheiden. Nur fiir k=0 haben die Stiabchen
eines Biischels denselben Index 7=1[. Analoge Aus-
sagen lassen sich fiir kompliziertere massive Gitter
gewinnen; dann werden sich die Perioden der Ter-
rassenstruktur und die Gitterkonstanten des massi-
ven Gitters unterscheiden. Sind die Terrassenflachen
nicht mehr Wiirfel- oder Quaderflichen des massiven
Gitters, dann liegen die Achsen der reziproken Git-
ter R und R® nicht mehr parallel. Auch in solchen
Fallen sind die durch den Strukturfaktor erlaubten
Punkte Akl Scheitelpunkte fiir Biischel von Stabchen.

Bei der Beugung von langsamen Elektronen an
kugelférmigen Kupferkristallen* hatten sich zur
Deutung der Beugungsbilder Doppelkegel als Ele-
mente des reziproken Gitters bewidhrt. Auch dort
lagen die Kegelscheitel auf den Punkten Akl fiir das
massive Gitter. Die Offnungswinkel der Kegel waren
gleich dem Zentriwinkel des von Elektronen be-
strahlten Sektors der Kristallkugel. Bei der Beschrei-
bung mit der Ewaldschen Konstruktion lieferte die-
ses reziproke Gitter sowohl den beobachteten Gang
der Reflexintensitdt mit der Strahlspannung als auch
bestimmte fokussierende Eigenschaften der kugel-
formigen Kristalloberflache. Die vorliegende Arbeit
begriindet mit den zu Biischeln geordneten Stiabchen
die frither benutzten Doppelkegel eingehender.

Im Schnittbereich der Stiabchen miiiten grund-
sitzlich die Beugungsamplituden addiert werden,
die zu den einzelnen Stdbchen gehoren, die also von
benachbarten Terrassensystemen mit unterschiedli-
chem N stammen. Das Kohirenzintervall der Be-
leuchtung des Kristalls mit Elektronen ist aber klein
gegen den von Elektronen getroffenen Kristallbe-
reich. Das rechtfertigt eine Addition der von den
einzelnen Vizinalen herrithrenden Intensititen.

(16) beschreibt die Intensitdtsbelegung der Ge-
raden im reziproken Gitter. Bei einem rhombisch
primitiven Gitter liegen die Hauptmaxima der In-
tensitédten bei

bR,—» (20)
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mit ganzzahligem ». ¥ ist neben « und 7 der dritte
Lauesche Index der dreidimensionalen Terrassen-
struktur, die aber nur monatomar belegt ist. Dieser
Spezialfall zeigt, da} die Punkte maximaler Intensi-
tat auf den Stibchen zusammenfallen mit den Punk-
ten Akl fir das massive Gitter. Als Erginzung zu
(19) ergibt sich

p=, (19 a)

Entsprechend dem Gitterfaktor bei der Beugung
an diinnen Kristallplatten ist die Beugungsintensitat
nach (16) nicht streng auf ganzzahlige » beschrinkt.
Zwischen den mit u, 7, ¥ bezeichneten Hauptmaxima
liegen schwache Nebenmaxima. Die erste Nullstelle
der Intensitidt neben einem Hauptmaximum hat von
diesem den Abstand

AR, =1/b(N +1); (21)

dabei betrachtet man nur die Projektion des Stdb-
chens auf die R,-Richtung. Die halbe Linge L des
Stiabchens lings der durch (17) beschriebenen Ge-
raden betrdgt dann fiir unseren Spezialfall
N 1 1\
N+1 (N2 T Z‘i> g
(22)

AR, folgt mitd = e =0 aus (17), und es gilt 4R, =0.

Bei Vizinalen mit groflem N, also mit geringer
Neigung gegen die Terrassenfliche, wird L=1/c.
Da in realen Atomgittern groflenordnungsmalig gilt
a=~b==c, ist hier die Linge der Stdbchen fiir be-
liebiges N immer von der Groflenordnung des Nach-
barabstandes reziproker Gitterpunkte des massiven
Kristalls.

L=[(4R,)*+ (4R;)*]" =

Terrassen mit S Monoschichten

Unser Modell und der entwickelte Formalismus
erfassen auch den Fall, dal die Terrassenstruktur
nicht nur aus einer Monoschicht gebildet wird, son-
dern dafl S untereinander liegende Schichten mit
gleicher Streuamplitude an der Elektronenbeugung
beteiligt sind. Das soll in aller Kiirze fiir ein rhom-
bisch primitives Gitter entwickelt werden mit Qua-
derflachen als Terrassenflichen. Die Terrassenstruk-
tur wird aufgebaut von Monoschichten der Breite
Ngb. Von dieser Breite bildet der Anteil N7 b die
freie Terrassenfliche. Der Anteil (Ng—Nq1) b wird
von der dariiberliegenden Monoschicht bedeckt. Da-
mit gilt

Ns=S-Np. (23)
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Das Modell (Abb. 1) und der Formalismus werden
diesem Modell gerecht, wenn man in allen Gleichun-
gen setzt

e=—b(Ns—NT), (24‘)

und an Stelle der Summationsgrenze N nun die
Grenze Ng setzt. So steht auch in (12), (16), (17)
Ny an Stelle von N. (17) wird zu

¢cR,= —NybR,—dR,+7. (25)

Die Anordnung der Stabchen im reziproken Gitter
ist dieselbe wie fiir das Terrassenmodell aus einer
Monoschicht. Die Projektion der Stabchen in R,-
Richtung hat analog zu (21) ein erstes Minimum

bei

aR,=u;

AR, =1/b(Ns+1). (26)

Die Liange 2 L der Stdbchen folgt analog zu (22)
aus (25) und (26)

N7 1 1\k

2L=27v§+T(NTz b T ) -

Unter Beriicksichtigung von (23) ersieht man aus
(27), daB L etwa mit 1/S geht.

Es ist nicht schwierig, auch dieses Modell auf
kompliziertere Strukturen anzuwenden. Aber schon
dieses einfache Modell zeigt das Grundsitzliche.

Bei der Beugung von 60 keV-Elektronen an Ku-
gelflachen von kugelférmigen Metallkristallen, z. B.
Ag?®, zeigt das Experiment ldngliche Laue-Reflexe
senkrecht zur Kristalloberfliche. In der Nahe des
Primiérflecks ist die Lange der Reflexe von der Gro-
Benordnung der Reflexabstiande. Das ist ein Hinweis
dafiir, dal zumindest die Elektronen, die streifend
zur Oberflidche einfallen und an Netzebenen gebeugt
werden, die etwa parallel zur Oberfliche liegen, eine
Eindringtiefe von nur wenigen oder sogar nur einer
Atomlage besitzen. Das ist im Einklang mit der Er-
fahrung, dal} mittelschnelle Elektronen monatomare
Oberflichenstrukturen nachweisen kénnen 5 6.

Als Erweiterung ist ein Modell wichtig, bei dem
die Stufenhohe grofler ist als eine Monoschicht. Ein
solches Modell enthélt neben den oben verwendeten
Terrassenflachen eine weitere Schar von mit Atomen
besetzten Ebenen. Diese liegen schrig zu den Ter-
rassen der ersten Art und konnen als Terrassen
zweiter Art aufgefallt werden. Erst mit einem sol-
chen Relief aus Terrassenfldchen lassen sich alle Fla-
chen einer kristallographischen Zonengemeinschaft
und auch Vergroberungen erfassen. Eine solche Dar-
stellung hatte sich bei der Diskussion der Epitaxie
auf Kugelkristallen bewéhrt 7.

(27)
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Dynamical Interaction of Electron Waves in a Perfect Single Crystal
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Electron diffraction from a perfect single crystal shows the influence of many-beam interaction.
Investigations with a single crystal wedge allow a direct analysis of the Bloch-waves which are dis-
played into their partial waves. The strength of the dynamical interactions in a MgO crystal wedge
was investigated by comparing the photographic record of a section through the dispersion surface
with many-beam calculations. For a direction of the incident beam near the [110] zone axis the
interaction of at least 50 beams has to be taken into account. Using a 50-beam calculation the
structure potential V;; was determined to 1.80 volts * 3%.

The influence of many-beam interactions on the absorption and the extinction fringe profiles in
electron micrographs is discussed. Analysis of extinction fringes on the basis of a 50-beam approxi-
mation allowed the determination of the mean absorbing potential ¥,im of MgO to 0.7 volts +10%.

The electron diffraction pattern from an undis-
torted perfect single crystal shows very clearly the
influence of many-beam interactions. The more ac-
curate the experimental observations become the
more accurate the approximations of the dynamical
theory have to be, in order to understand and to
interpret the diffraction figures. This was already
shown in convergent beam investigations® where
diffraction diagrams were obtained from parallel
sided undistorted crystal regions of only 150 A to
200 A in diameter. The probability of finding an
undistorted region increases with decreasing dia-
meter of the investigated crystal area. The analysis
of the Kossel-Mollenstedt diffraction pattern was
done by a many-beam approximation using compu-
ter methods. The information from complicated
dynamic diffraction diagrams allows an accurate
determination of the low-indexed structure poten-
tials and the absorbing potential, provided the ap-
plied approximation of the dynamical theory is suf-
ficiently accurate. Low-indexed structure potentials
contain information on the binding of the atoms in
the crystal. Comparison of accurate experimental

Reprint requests to Dr. G. LEumpFUHL, Fritz-Haber-Insti-
tut der Max-Planck-Gesellschaft, D-1000 Berlin 33, Fara-
dayweg 4—6.

observations with calculations for different models
are of some interest.

In a perfect crystal with periodic potential the
incident plane wave generates wave fields or Bloch-
waves, which are a superposition of plane waves 2.
The wave vectors of the partial waves in the crystal
are connected with the vacuum wave vector by the
boundary conditions. These Bloch-waves are sepa-
rated into different plane waves when the exit sur-
face of the crystal is not parallel to the entrance sur-
face. Consequently, a more direct analysis and ob-
servation of the dynamical effects is possible in the
diffraction experiment with a crystal wedge.

In the diffraction diagram the strongest partial
waves can be observed as a fine structure of the re-
flections. Their separation is related to the crystal
potential. This was shown in many papers for two
beam situations in MgO 3. Since each fine structure
spot represents a point on the dispersion surface,
the dynamical interaction of many beams in an un-
distorted single crystal can be seen very clearly in a
photographical record of a section through the dis-
persion surface . On the other hand each fine-struc-
ture spot represents one wave field, containing in-
formation on the absorption coefficient of this parti-
cular wave field. The absorption coefficients of the



